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第2讲 旋转综合

一、 旋转之对角互补模型

锦囊妙计

如图，正方形 ，对角线 、 交于点 ， ，与正方形的两边分别交于点 、 ．

结论：

① ≌     ， ≌     ．

② =     ， =     ．

③ =     ．四边形 正方形

【备注】
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对角互补，顾名思义指四边的对角之和为180°，可以如基本图形展示的90°+90°，也可以如

60°+120°等，

如上表列出两种办法，建议教师都给学生讲解一下，或者先让学生自己试着证明，再提问

有没有其他证法呢

【法一】 【法二】

∵BO平分∠ABC，∠ABC=90∘

，∴∠1=∠2=45∘，OB=OC

 ，∵∠3+∠4=90∘，∠4+∠5=90∘

 ∴∠3=∠5

在△OBE和△OCF中

{∠3=∠5，∠1=∠2，OB=OC

≌∴△OBE≌△OCF(AAS)

易证≌△AOE≌△BOF

，∴OE=OF，EF=2OE

四边形正方形∴S四边形OEBF=S△OBC=14S正方

形ABCD

∵BO平分∠ABC，

∠ABC=90∘

，∴∠1=∠2=45∘，

OB=OC

 ∵∠BOC=90∘

 ∴∠6=∠7

在△OBE和△OCF中

{∠1=∠2，OB=OC，

∠6=∠7

≌∴△OBE≌△OCF(ASA

)

易证≌△AOE≌△BOF

，∴OE=OF，EF=2OE

四边形正方形∴S四边

形OEBF=S△OBC=14S

正方形ABCD

举个“栗”子

栗子1

1. 如图，在四边形 中， ， ， 于点 ．若 ，

， ，则四边形 的面积为            ．
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【答案】

【解析】将 绕点 逆时针旋转使 与 重合，得 ，

∵ ，

∴ ， ， 三点共线．

即 ， 得 ≌ ．

∴ ，

，得 ．

∴ ．

∴ ．

【标注】【知识点】对角互补模型；HL

【备注】由 ，分析出此图为对角互补模型；延长 至点 ，二次全等将四

边形的面积转化为 


 

四边形

栗子2

2. 如图，在等腰直角 中， ， 是斜边 的中点，点 、 分别在直角边 、 上，

且 ， 交 于点 ．则下列结论：（ ）图形中全等的三角形只有两对；（ ） 的
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A. 个 B. 个 C. 个 D. 个

面积等于四边形 的面积的 倍；（ ） ；（ ） ．其中正确的

结论有（   ）．

【答案】C

【解析】结论（ ）错误，理由如下：

图中全等的三角形有 对，分别为 ≌ ， ≌ ， ≌ ，

由等腰直角三角形的性质，可知 ，易得 ≌ ，

∵ ， ，

∴ ，

在 与 中，

，

∴ ≌ （ ），

同理可证： ≌ ，

结论（ ）正确，理由如下：

∵ ≌ ，

∴ ，

∴

，

即 的面积等于四边形 的面积的 倍．

结论（ ）正确，理由如下：

∵ ≌ ，

∴ ，

∴ ，

结论（ ）正确，理由如下：

∵ ≌ ，

∴ ，

【备注】典型对角互补模型；让学生将每个小问进行具体证明

四边形
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∵ ≌ ，

∴ ，

在 中，由勾股定理得： ，

∴ ，

综上所述，正确的结论有 个，

故选： ．

【标注】【知识点】对角互补模型

栗子3

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

3. 如图，正方形 中， 是对角线 、 的交点，当 、 分别在 、 上运动时，始终保持

，正方形的边长为 ．

求证： ≌ ．

四边形 面积是否不变，若不变，请求出该四边形的面积，若变化，请说明理由．

试确定 的长度的取值范围．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析．

不变， ．

．

【解析】（ 1 ）在正方形 中， 、 为对角线，

， ，

∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

在 和 中，

，

【备注】(3) 为等腰直角三角形， ，求 的取值范围即求 的最大值与最小值

四边形
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（ 2 ）

（ 3 ）

∴ ≌ ．

∵ ．

由（ ）知 ，

∴ ，

∵ ，∴ ，

∴

．

依题意，当 ， ， 有最小值，

在正方形 中，此时 ， 分别为 、 中点，

∴ ，

当 运动到 点， 运动到 点， 有最大值，

此时 ，

∴综上 的取值范围是 ．

【标注】【知识点】动点与特殊平行四边形问题

四边形

四边形

四边形

独步天下

（ 1 ）

（ 2 ）

4. 如图①，在平面直角坐标系中，等边 的顶点 ， 的坐标分别为 ， ．点 是 轴正半轴

上一个动点，连接 ，将 绕点 逆时针旅转 得到 ，连接 ．

图

直接写出点 的坐标，并判断 的形状，说明理由．

如图②，当点 在线段 上运动时， 的周长是否存在最小值?若存在，求出 的最

小周长及此时点 的坐标；若不存在，说明理由．
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（ 3 ）

图

当 是直角三角形时，求点 的坐标．（直接写出结果即可）

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

， 是等边三角形． 

的最小周长 ，点 的坐标为 ．

点 的坐标为 或 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

，

是等边三角形，

∵由于将 绕点 逆时针方向旋转 得到 ，

∴ ， ，

∴ 是等边三角形． 

存在．旋转得， ．

∴ ，

由（Ⅰ）知： 是等边三角形，

∴ ，

∴ ，

由垂线段最短可知，当 于 时， 的周长最小，

此时 ，

∴ 的最小周长 ，点 的坐标为 ．

（1） 在 中间，不成立， ，

， ，

∴ ，不可能是直角．

【备注】手拉手模型综合应用，（3）中考查直角三角形存在性，注意分类讨论
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（2） 时，

，

，

∴ ，

作 轴于 ，

，∴ ，

∴ ，

∴ ，

，

∴ ．

（3） 时，

，

，

∴ ，

作 于 ，

， ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】旋转性质综合应用
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二、 旋转之角含半角模型

锦囊妙计

半角在倍角内

如图，正方形 ，点 在边 上，点 在边 上， ．

 辅助线：延长 至点 ，使     ，连接 ．（补短法）

结论：

① 旋转全等： ≌     ，条件     ．

② 对称全等： ≌     ，条件     ．

③ =     ，进而推出 的周长等于  正方形周长的一半  ．

④ 平分     ， 平分     ．

【备注】【半角模型特征】：①共端点的等线段、

                                ②共顶点的倍半角、

                                ③半角关系：90°内含45°，60°内含30°。

【注意】辅助线描述不能够写旋转，要么写延长，要么写截取。

半角模型核心就是做旋转，如果不知道辅助线应该怎么画，还是回忆旋转问题的解题通

法：

① 先找共顶点的等线段；

② 边怎么转，边所在三角形就怎么转。

因为是半角模型，还会有自己特殊的结论：

③ 先证明一次旋转全等（SAS）

④ 再寻找对称全等（SAS）

注意，半角模型倒角相等比较难写过程，一定要带着学生把过程好好写一遍。

举个“栗”子

栗子4

5. 如图， 是边长为 的等边三角形， 是等腰三角形，且 ．以 为顶点作一

个 的角，使其两边分别交 于点 ，交 于点 ，连接 ，则 的周长为            ．
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【答案】

【解析】∵ 是等腰三角形，且 ，

∴ ， ，

∵ 是边长为 的等边三角形，

∴ ，

∴ ，

延长 至 ，使 ，连接 ，则 ，

在 和 中，

，

∴ ≌ （ ），

∴ ， ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，即 ．

在 和 中，

∵ ，

∴ ≌ （ ），

【备注】 的角含半角模型，利用半角模型的解题方法，二次全等得到



11

∴ ，

∴ 的周长是：

．

故答案为： ．

【标注】【知识点】等边三角形中的半角模型

栗子5

1

2

（ 1 ）

图

（ 2 ）

6. 回答下列问题

探究发现：如图 ， 为等边三角形，点 为 边上的一点， ，

且 ．

图
求 的度数．

与 相等吗?请说明理由

类比探究：如图 ， 为等腰直角三角形， ，点 为 边上的一点，

， ， ，请直接写出下列结果， 的度数．

【答案】 1

2

（ 1 ）

（ 2 ）

．

说明见解析．

．

【解析】 1（ 1 ） ∵ 是等边三角形，

【备注】（1） 半角模型

（2） 半角模型
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2

（ 2 ）

∴ ， ，

∵ ，

∴ ，

在 和 中，

，

∴ ≌

∴ ，

∴ ．

；理由如下：

∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

在 和 中，

，

∴ ≌ ，

∴ ．

∵ 是等腰直角三角形， ，

∴ ， ，

∵

∴ ，

在 和 中，

，

∴ ≌ ，

∴ ， ，

∴ ．

【标注】【知识点】半角模型

半角在倍角外

如图，正方形 ， ，旋转 与 的延长线交于点 ，与 的延长线交于点
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辅助线：在 截取     ，连接 ．（截长法）

结论：① 旋转全等： ≌     ，水平     ．

               ② 对称全等： ≌     ，水平     ．

               ③ =     ．

               ④ 平分     ．

【备注】截取法构造辅助线，通过二次全等，得到

举个“栗”子

栗子6

（ 1 ）

（ 2 ）

7. 已知：正方形 中（图 ）， ， 绕点 顺时针旋转，它的两边分别交 ，

（或它们的延长线）于点 ， ．

图
当 绕点 旋转到 时（图 ），线段 ， 和 之间有怎样的数量关系？写

出猜想，并加以证明．

图
当 绕点 旋转到图 的位置时，线段 ， 和 之间又有怎样的数量关系？证明你

的猜想．
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（ 3 ）

图
若正方形的边长为 ，当点 运动到 边的中点处时，求 的长．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

，证明见解析．

，证明见解析．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

．

证明：如图 ，把 绕点 顺时针旋转 ，得到 ，则可证得 、 、 三

点共线．

图
∴ ，

又∵ ，

在 与 中，

，

∴ ≌ （ ），

∴ ，

∵ ，

∴ ；

．

【备注】(3)当 运动到 的中点处时，

∵ ， ，

∴ 一定在 内部
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（ 3 ）

证明：如图 ，在线段 上截取 ，

图
在 和 中，

，

∴ ≌ （ ），

∴ ，

∴ ．

如图 ．

∵正方形的边长为 ，

点 运动到 边的中点处，

∴ ．

根据（ ）可知， ，

设 ，则 ，

∴ ．

在 中，

∵ ，

∴ ．

解得 ．

∴ ．

【标注】【知识点】半角模型

角含半角的平方关系

已知 是等腰直角三角形， ．
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思路：过点 作     ，且     ，连接 、 ．

           依题可知 、 都是  等腰直角三角形  ，

           通过“     ”可证 ≌     ， =     ，       ，

结论：

① ≌     ， =     ，

 ② =     ．

【备注】

与正方形 ；  与正方形 分别为两组角含半角模型

已知正方形 ， ．

【结论】

① ；

② ；

③ 平分 ， 平分 ；

④ 点 到 的距离 ．

举个“栗”子

栗子7

A. ①②③④ B. ①②④ C. ①③④ D. ②③

8. 如图，在 中， ， ， 、 为 上两点， ， 为 外一

点，且 ， ，则下列结论：① ；② ；③

；④ ，其中正确的是(　　)

【备注】利用半角模型求解平方关系
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【答案】A

【解析】解：① ， ， ，

，

，

，

， ，

，

，

，

，

，故①正确，

②：由①中证明 ，

，

， ，

，

，

连接 ，

，

，故②正确，

③：如图，设 与 的交点为 ，

， ，

，，

，

故③正确，

④： ， ，

，

在 中， ，

，

，

，故④正确．

故选：A．

④ = ，在 中， ;

为等腰直角三角形，
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【标注】【知识点】等腰直角三角形中的半角模型


